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OZET

Cizge Teorisi ¢cok farkli disiplinlerin ¢aligma alanina girmektedir. Sosyolojiden, bilgisayar bilimlerine, isletmeden, endiistri
miihendisligine kadar ¢ok genis alanlarda kullanimi olan teori, basitce bir gercek hayat probleminin c¢izge ile
modellenmesini amaglamaktadir. Model olusturulduktan sonra ¢izge teorisinde bulunan yontemler kullanilarak problem
coziilebilmekte ve ardindan da tekrar gercek hayata uygulanabilmektedir. Bu yazi kapsaminda, ¢izge teorisinin genel
kavramlarina girig yapilarak terminoloji hakkinda bilgi verilecek ve bazi problemlerin nasil ¢oziildii§ii gosterilecektir.
Yazinin baglangi¢ kisminda temel terminolojiye yer verilmigken ilerleyen kisimlarinda Oyler yolu, Hamilton yolu, Priifer
dizilimi, Agaclar ve 6zel olarak ikili ve ikili arama agaclari, yigitlar, asgari tarama agaci ve ¢oziimii i¢in Kruskal ve Prims

algoritmalarina yer verilmistir.

Cizge teorisi (graph theory) literatiirde ¢ok farkli disiplinlerin
caligma alanina girmektedir. Sosyolojiden matematige,
isletmeden bilgisayar bilimlerine (Seker, 2015) (Arslan &
Seker, 2014) kadar farkli alanlarda kullanilmaktadir (Seker,
Altun, Ayan, & Mert, 2014). Ornegin bilgisayar bilimlerinin
altinda ayrik matematik (discrete math) veya endiistri
miihendisligi altinda yon eylem c¢alismalar1 (operations
research) veya matematigin bir calisgma alan1 olarak
karsilagilabilir (SEKER, 2015). Cizge teorisi temel olarak bir
problemin kenar (edge) ve diigiimler (node) ile modellenmesi
ve bu modelin bir ¢izge seklinde gosterilmesi ilkesine
dayanmaktadir. Cizge teorisinde tanimli olan bazi 6zellikler
bu modelin ¢o6ziimiine ve dolayisiyla gercek problemin
¢oziimiine yardimci olmaktadirlar. Yani cizge teorisinin ise
yaramasi i¢in Oncelikle gercek diinyadan bir problem cizge
olarak modellenir, bu model ¢oziilir ve daha sonra gercek
diinyaya uygulanir.
Cizge teoremindeki herhangi bir islemden Once, ¢izgenin
tanim1 yapilmalidir ve bu tanim agagidaki sekildedir:
G=(V,E)
Yukaridaki bu tanim herhangi bir ¢izgenin (graph) diigiimler
(vertices) ve kenarlar (edges) kiimesi oldugunu ifade
etmektedir. Cogu kaynakta bu ifade sirali olarak kabul edilir
yani oncelikle diigtimler ardindan da kenarlar gosterilmektedir
(Biggs, Lloyd, & Wilson, 1986).
Cizgeleri, kenarlarin} yonlii olup olmamasina gore, yonlii
cizgeler (directed graphs) ve yonsiiz ¢izgeler (undirected
graph) olarak ikiye ayirmak miimkiindiir. Ayrica kenarlarin
deger almasina gore degerli cizgeler (weighted graphs) veya
degersiz cizgeler (unweighted graphs) isimleri verilebilir.

Ornegin yukaridaki ¢izgede 4 diigiimden ve 4 kenardan
olusan bir cizge gosterilmektedir. Bu ¢izgeyi

G= ({A.B,C.D},{(A.B)(A,C)(C.D),(A.D)})
seklinde ifade etmek miimkiindiir.
Yol (Path)
Bir cizge lizerinde bir veya daha fazla diigiimden ve kenardan
gecen rotaya verilen isimdir (Gibbons, 1985) . Ornegin
asagidaki cizge iizerinde bir yol gosterilmigtir.

Yollarin yazilis1 ise gectikleri diigiimlerin sirasiyla yazilmasi
ile elde edilir. Ornegin yukaridaki yolu {A,C,D} olarak
gostermek miimkiindiir.



Dongii (Cycle)

Cizge teorisinde bir diiglimden baglayip ayni diigiimde biten
yola (path) dongii adi1 verilir

Ornegin yukaridaki sekil 2°deki A diigiimiinden baglayarak
yine bu diigiimde biten {A,C,D} yoluna dongii denilebilir.
Bir c¢izgenin icerisinde dongii bulunup bulunmadiginin
anlagilmasi (cycle detection) problemi, literatiirdeki onemli
problemlerden birisidir ve yonsiiz bir ¢izgedeki dongiiniin
bulunma karmagikligi O(n) olacaktir (Sedgewick, 1983).
Giiclii Bagh veya Tam Bagh Cizgeler (Strongly Connected
Graphs)

Bir cizgede bulunan biitiin diigtimleri diger biitiin diigiimlere
baglayan birer kenar bulunuyorsa bu cizgeye giicli bagh
cizge adi verilir. Dongii bulunma problemine benzer gekilde
bir ¢izgenin giiclii bagh ¢izge olup olmadigiin anlagilmasi
veya bir alt ¢izgenin (cizgenin alt kiimesi veya alt pargasi
olarak diisiiniilebilecek olan kismi) icerisinde gii¢lii bagh
cizge olup olmadiginin anlagilmast da onemli problemler
arasinda sayilabilir. Literatiirde giiclii bagl alt ¢izgelere 6zel
olarak klik (clique) ismi verilir ve bu terim ayni zamanda
sosyoloji gibi begeri caligma alanlarinda bir toplulukta ¢ok
yakin olan arkadag grubunu da ifade eder (6rnegin bir okul
veya bir ig yerindeki yakin arkadas grubu). Bu tanim ¢izgenin
her iiyesinin (her diigiim) diger iiyeleri ile dogrudan iligkide
oldugu alt cizgeyi ifade etmektedir. Ornegin Kosaraju
Algoritmast, Tarjan Algoritmas: veya Dijkstra’nin giiglii bagh
cizge algoritmasi gibi ¢esitli algoritmalar, bu amacla bir
cizgenin giicli baghh olup olmadigmi bulmak icin
kullanilabilir (Cormen, Leiserson, Rivest, & Stei, 2001).
K-Diizenli Cizge (K-Regular Graph)

Bir cizge iizerindeki her diigiimiin “k” kadar komgusu
bulunmasi durumuna k-diizenli ¢izge denilir (Chen). Ornegin
asagidaki ¢izge 2-diizenli bir cizgedir ¢iinkii her diigiimiin
derecesi 2°dir.
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Hamilton Yolu (Hamiltonian Path, Hamilton Circuit)

Bir yolun (path) Hamilton yolu olabilmesi i¢in bir kere
gecilen kenardan (edge) tekrar gecilmemesi gerekir ve ayrica
yolun biitin diiglimleri (nodes) birer kere ziyaret etmesi
gerekir.

Bir Hamilton yolu bagladigi yerde bitiyorsa yani tam bir
dongii (cycle) tamamliyorsa (yoldaki son diigiimden ilk
diigiime gidilmesi miimkiinse) bu yollara Hamilton dongiisii
(hamiltonian cycle) ismi de verilebilir (Garey & Johnson,
1979).

Hamiltonian yollar1 yonsiiz ¢izgelerde (undirected graph)
tanimlidir ancak hamilton yollarinin benzerleri yonlii cizgeler
(directed graphs) icin de uyarlanabilir.

Bir c¢izgedeki, hamilton yollarinin bulunmasi iglemi NP-
Complete bir iglemdir.

Ornek

Ornegin asagidaki gizgeyi (graph) ele alalim:
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Yukaridaki sekil i¢in tanimimiza uygun bir yol (path) elde
etmek istersek:

)Y

Yukaridaki gekilde kirmizi olarak gosterilen yol bir
Hamiltonian yoludur. Ancak bu sekilde ¢ikarilabilecek tek yol
yukaridaki yol degildir.

hY

Yukaridaki bu yeni yol da tanima uygun bir yoldur ve ilk
¢ikan yoldan farklhidir. Goriildiigii iizere bir cizgede tek bir
Hamilton yolu bulunmak zorunda degildir.

Hamilton yollarmin 6zellikleri

Herhangi bir hamilton dongiisii (hamiltonian cycle) tek bir
kenarin  (edge) ¢ikarilmasiyla bir hamilton yoluna
(hamiltonian path) doniistiiriilebilir.

2 den fazla diigiime (node) sahip ve tam bagl (strongly
connected) turnuva cizimleri birer hamilton yoludur
(hamiltonian path)

Tam bagl graflar (strongly connected graphs) i¢in birbirinden
farli hamilton yollarinin (hamiltonian path) sayis1 (n-1)!/2
tanedir.

Hamiltonian yollarimin kullanim alanlar:

Seyyar satict problemi (travelling salesman problem) gibi pek
¢ok cizge teorisi problemin ¢oziimiinde kullanilabilirler.

Sifir bilgi ispat1 (zero-knowledge proof) gibi veri giivenligi
(cryptography) problemlerinde kullanilabilirler.
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Cizge Teorisinin Cikis1 ve Oyler Teorisi
Oylerin teorisini ortaya atmasinda onemli rol oynayan tarihi
problem Konigsberg kopriisii problemidir.

P

Yukaridaki sekilde Pregel Nehri etrafinda kurulu (C ve B
karalar1) ve nehrin ortasinda iki adasi olan (A ve D adaciklar1)
Kosigner sehrinin yukarida goriilen 7 kopriisii bulunmaktadir.
Problem biitiin kopriilerden bir kere gecilen bir yol olup
olmayacagidir.

Oyler bu soruyla ugragirken Syler yolu teorisini bulmustur ve
cevap olarak bdyle bir yolun bulunamayacagin1 ispatlamistir.
Oylerin iddias1 basit bir kesfe dayanmaktaydi. Sayet bir
diigiime (node) bir kenar (edge) ile geliniyorsa bu diigiimii
terk etmek icin farkl bir yola ihtiya¢ duyulur.

Bu durumda her diigiimiin derecesini (node order) hesaplayan
Oyler, bir diigiime giren ¢ikan yollarm sayisina diigim
derecesi (node order) ismini verdi.

Buna gore sayet bir diiglimiin derecesi tekse, bu diigiim ya
baglangi¢c ya da bitig diiglimii olmalidir. Bunun digindaki
durumlarda (yol (path) iizerindeki herhangi bir diiglim olmasi
durumunda) tek sayidaki yolun sonuncusu ziyaret edilmig
olamaz.

Yukaridaki sekilde koprii orneginin ¢izge ile gosterilmis hali
goriiliiyor. Burada dikkat edilirse her dort diigiim de tek
sayida dereceye sahiptir.

AS

BCDise3

derecesine sahiptir. Bu durumda diigiimlerden iki tanesi
baglangic ve bitis olsa diger iki tanesini birlestiren yollar
kullanilamayacak ve biitiin kenarlar gezilmis olamayacaktir.
Oyler yolunun Tanim

Oyler yolu (eulerian path) tam
tanimlanabilir:

Bir yonsiiz cizgede (undirected graph) sayet biitiin diigiimleri
(nodes) dolagan bir yol bulunabiliyorsa bu yola Oyler yolu
(Eulerian Path, Eulerian Trail, Eulerian Walk) ismi verilir. Bu
yolun bulundugu ¢izgeye ise yar1 Oyler (semi-eulerian) veya
dolagilabilir (traversable) ¢izge ismi verilir.

Sayet bu yolun baglangi¢ ve bitig diigiimleri (node) ayniysa bu
durumda tam bir dongii (cycle) elde edilebiliyor demektir ve
bulunan bu yola Oyler dongiisii (eulerian cycle, eulerian
circuit veya eulerian tour) ismi verilir (Mallows & Sloane,
1975). Bu yolu iceren ¢izge ise dyler cizgesi (eulerian graph
veya unicursal) ismi verilir.

olarak su gekilde

Yukaridaki tanimi yonlii graflar (directed graphs) icin de
yapmak miimkiindiir. Ancak bu durumda yukaridaki tanimda
gecen yollari, yonlii yollar ve dongiileri, yonlii dongiiler
olarak degistirmek gerekir.
Oyler yolunun 6zellikleri

* Bir yonsiiz bagh cizgenin biitiin diigtimlerinin derecesi
ciftse bu cizge Oyler cizgesidir (eulerian) [ancak ve
ancak]

* Bir yonlii ¢gizge (directed graf) ancak ve ancak biitiin
diigiimlerin giren ve ¢ikan derecelerinin toplamlar: esitse
Oyler cizgesi (eulerian) olabilir.

* Bir yonsiiz ¢izgenin Oyler yolu bulunabilmesi icin iki
veya sifir sayida tek diigiim derecesine sahip lyesi
olmalidir.

Oyler Dongiilerinin sayisi

Bir cizgede Oyler dongiileri birden fazla olabilir. Yani
birbirinden farkli dongiiler elde edilebilir. Burada fark
olusturan faktor baslangi¢ ve bitis diiglimleridir.

Ornegin yukaridaki sekil igin, A-B-E-A-C-D-A dongiisii bir
oyler dongiisiidiir. Benzer sekilde
E-B-A-C-D-A-E dongiisii de bir 6yler dongiisiidiir.
BEST Teoremi
Buradaki soru acaba bir cizgede kag¢ farkli Oyler dongiisii
olabilir?
Bu soruya cevap BEST teoremi ismi verilen ve teoremi bulan
kigilerin isimlerinin bag harflerinden olugsan teorem ile
verilir. BEST teoremine gore bir cizgede bulunan Oyler
dongiilerinin sayisi ¢izgedeki biitiin diiglimlerin derecelerinin
bire eksiginin faktoriyellerinin ¢arpimina esittir (Tutte &
Smith, 1941).

IT(C d(v)-D!
olarak gosterilebilecek teoriye gore d() verilen diigiimiin
(vertex) derecesi ve v ise ¢izgedeki biitiin diigtimlerdir.
Ornegin yukaridaki ¢izge icin bu degeri hesaplayacak olursak
once diigtimlerin derecelerini ¢ikarmamiz gerekir:
A4
B2
C2
D2
E?2
Simdi bu degerlerin birer
carpalim
31=6
11=1
11=1
11=1
11=1
sonug olarak 6x1x1x1x1 = 6 farkli 6yler dongiisii bulunabilir
diyebiliriz.
Yonlii Diiz Agaclar (Directed Acyclic Graphs)
Bilgisayar bilimlerinde veri modellemede kullanilan Diiz

eksiklerinin faktoriyellerini



agaclarin (acyclic graph), yani i¢inde herhangi bir dongii
(daire) bulunmayan agaglarin, yani bir noktadan birden fazla
geeme imkani bulunmayan agaclarin, yon almig halleridir.
Yani her kol (edge) bir yon gostermektedir ve gosterilen
yonde ilerlemek miimkiin iken tersi yonde ilerlemek miimkiin
degildir.

Seviye=0

Seviye=1

Seviye=2 (

Yukaridaki bu tanim aslinda bir aga¢ (tree) taniminin
aynisidir. Bu yiizden temel bir agac¢ aslinda bir yonlii diiz agac
olarak nitelendirilir.

Yukaridaki aga¢ tasvirinde 7 diigimden (node) olusan ve
yapraklarinda (leaf) 4 diigim bulunan bir aga¢ gosterilmistir.
Bu agacin derinligi (depth) 2 dir ve her seviyenin (level)
degeri yaninda verilmistir. Agaclarin 1 tane baglangic diigiimii
bulunur ve bu baslangi¢ diigiimiine kok (root) denilir.

Ozel olarak yukaridaki agacin her diigiimiinden sadece ikiser
alt diiglime baglanti bulundugu icin bu agaca ikili agac
(binary tree) ad1 da verilebilir.

ikili Agaclar (Binary Tree)

Agaglarin 6zel bir hali olan ikili agaglarda her diiglimiin
cocuklarinin sayisi azami 2 olabilir. Bir diiglimiin daha az
c¢ocugu bulunmasi durumunda ( O veya 1) agacin yapisi
bozulmaz. Yapraklar hari¢ biitiin diigtimlerin ikiser ¢ocugu
bulunmasi1 ve yapraklarin aynit derinlikte bulunmasi
durumunda bu agaca dengeli aga¢ (balanced tree) denilir.
Asagida bir dengeli ikili aga¢ ornegi tasvir edilmistir:

Bu agac1 degisik siralarda yeniden olusturabiliriz. Ornegin
asagidaki agac da yukaridaki verilerin aynilarini tasiyan bir
ikili agac¢ ornegidir.

20

Yukaridaki bu agacin ilk ornekten farki dengesiz olmasi ve
ozel olarak her diiglimiin ¢ocuk sayisinin 1 olmasidir. Tanim
hatirlanacak olursa yukaridaki bu agac¢ da bir ikili agac olarak
kabul edilebilir.

ikili Arama Agac1 (Binary Search Tree)

ikili agaclarin (Binary Tree) 6zel bir hali olan ikili arama
agaclarinda, diiglimlerde duran bilgilerin birbirine gore
kiigiikliik  biyiikliik iligkisi bulunmaldir. Ornegin tam
sayilardan (integer) olusan veriler tutulacaksa bu verilerin
aralarinda kiiciik-biiyiik iligkisi bulunmaktadir.

ikili arama agaci, her diigiimiin solundaki koldan
ulagilabilecek biitiin verilerin diigiimiin degerinden kii¢iik, sag
kolundan ulagilabilecek verilerin degerinin o diigiimiin
degerinden biiyiik olmasini sart kogar.

Ornegin yukarida bir ikili arama agaci tasvir edilmistir. Bu
agacta dikkat edilecek olursa kokiin solunda bulunan biitiin
sayilar kokten kiiciik ve saginda bulunan biitiin sayilar kokten
bliyiiktiir.

ikili arama agacina bu kurala uygun olarak ekleme ¢ikarma
veya silme islemleri yapilabilir. Ancak yapilan her iglemden
sonra ikili arama agacinin yapisi bozulmamig olmalidir.

Ikili arama agacinda arama islemi:

Yukarida da anlatildig: iizere agacin lizerinde duran verilerin
ozel bir sekilde sirali bulunmasi gerekir. Buna gore herhangi
bir degeri arayan kisi agacin kok degerine bakarak agagidaki 3
eylemden birisini yapar:
Aranan say1 kokteki
bulunmugtur

Aranan say1 kokteki degerden kiiciiktiir -> Kokiin sol kolu
takip edilir

Aranan say1 kokteki detierden biiyiiktiir -> Kokiin sag kolu

degere esittir -> Aranan deger
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takip edilir
ikili arama agaglarnin 6nemli bir ozelligi ise 06z
cagiran(recursive) olusudur. Buna gore bir agacin sol kolu
veya sag kolu da birer agacgtir. Bu ozellikten faydalanarak
ornegin C dilinde asagidaki sekilde bir arama fonksiyonu
yazilabilir:
dugum * ara(dugum *kok, int deger){
if (deger == kok->veri){
return kok;
}
else if(deger > kok->veri ){
return ara(kok->sag, deger);
}
else{
return ara(kok->sol,deger);
}
}

Yukaridaki bu Ornekte daha once ikili agaclar konusunda
tamimlanmig bir diigiim struct’t kullanmilmistir. Koda dikkat
edilecek olursa Ozgagiran bir yapr goriilebilir. Yani
fonksiyonun icerisinde kendisi ¢agrilmis ve yeni kok degeri
olarak mevcut kokiin sol veya sag degeri verilmistir. Arana
deger her durumda degismedigi icin alt diigtimlere kadar ayni
olarak indirilmigtir.
Yukaridaki koddaki onemli bir eksiklik ise kodun agag
tizerinde bir sayiyr bulamamasi durumunun tasarlanmamig
olmasidir. Bu durumda basitge NULL deger kontrolii ile
agilabilir. Buna gore sol veya saga gitmeden once sol veya
sagda bir deger olduguna bakilmali sayet deger varsa
gidilmelidir. Sayet deger yoksa agacta bu saymin bulunma
ihtimali yoktur ve bu sayinin olmadigini belirten bir ifade
(6rnegin NULL) dondiiriilmelidir. Kodun bu gekilde tashih
edilmis hali asagida verilmistir:
dugum * ara(dugum *kok, int deger){
if (deger == kok->veri){
return kok;
}
else if(deger > kok->veri )({
if (kok->sag != NULL)
return ara(kok->sag, deger);
else
return NULL;
}
else{
if (kok->sag != NULL)
return ara(kok->sol,deger);

else
return NULL
}
}
Yigin Agaci (Heap Tree)
Yigin agaci bilgisayar bilimlerinde 6zellikle siralama

amaciyla cokc¢a kullanilan bir veri yapisidir. Bu veri yapist iist
diigiimiin (atasinin) alt diigiimlerden (¢ocuklarindan) her
zaman biiylik oldugu bir ikili aga¢ (binary tree) seklinde
diisiiniilebilir.

Asagida 6rnek bir y181n agaci verilmistir:

Yukaridaki ikili agacta dikkat edilirse aga¢ dengeli bir sekilde
sirayla doldurulmugtur. Buna gore yeni bir eleman daha
eklenmesi durumunda agacin eleman sayis1 7’ye yiikselecek
ve sayilarin yeri degismekle birlikte yeni eleman su andaki 18
say1sin1 iceren dii§iimiin sagina gelecektir.

Ayrica herhangi bir agaci yigin afacina cevirmek
(y1ginlamak, heapify) de miimkiindiir ve bu igslem bir y1gin
agaci olusturma isleminin temelini olusturur. Basitge y1gin
agacina yapilan her ekleme ve her ¢ikarma igleminden sonra
bu yiginlama (heapify) islemi yapilarak yigin agacinin
formunu korumasi saglanmalidir.

Y12in Siralamasi (Heap Sort)

Verinin hafizada sirali tutulmasi i¢in gelistirilen siralama
algoritmalarindan  (sorting  algorithms) bir tanesidir.
Yiginlama siralamasi, arka planda bir yigin agaci(heap)
olusturur ve bu agacin en iistiindeki sayiy1 alarak siralama
islemi yapar. (Liitfen y18in agacindaki en biiyiik saynin her
zaman en lstte duracagini hatirlayiniz. )

Siralanmak istenen verimiz:

5,12,20,184,3

olsun. Bu verilerin bir olusumun(composition) belirleyici
alanlar1 oldugunu diisiinebiliriz. Yani Ornegin vatandaglik
numarast veya oOgrenci numarast gibi. Dolayisiyla 6rnegin
ogrencilerin numaralarina gore siralanmasi durumunda
kullanilabilir.

Yukaridaki bu sayilardan bir yigin agaci olusturuldugunda
asagidaki sekilde bir sonug elde edilir:

Bu agacin en biiyiik degeri en iistte (kokte) durmaktadir
Oyleyse bu deger alinarak sonu¢ dizisinin son eleman:
yapilirsa ve sonra geriye kalan sayilar tekrar yiginlanirsa
(heapify) ve bu islem eleman kalmayana kadar tekrarlanirsa
sonu¢ dizisindeki veriler siralanmig olarak elde edilir. Bu
islemler adim adim asagida gosterilmistir:

Sonug dizisi : {20}



20 sayisit yigin agacindan silindikten sonra kalan sayilar
yigmlandiktan sonra yukaridaki agac elde edilir. Bu agacin en
tistiindeki sayr aliirsa sonug dizisi : {20,18} olarak bulunur
ve 18 alindiktan sonra kalan sayilar yiginlandiginda ise
asagidaki agac elde edilir.

Bu agacinda en iistiinde bulunan say1 12°dir ve bu say1 sonug
dizisine eklenir. Sonug dizisi : {20,18,12} olarak bulunur ve
kalan sayilar bir kere daha yiginlanir:

Sonugta kalan sayilarin yiginlanmasiyla yukaridaki agag elde
edilir ve bir kere daha en iistteki say1 alinarak sonug¢ dizisi :
{20,18,12,5} olarak bulunur.

i

Ayni iglem kalan sayilara tekrar tekrar uygulanarak
{20,18,12,5,4,3} sayilar elde edilir. Dikkat edilirse bu sayilar
ilk bagta verilen sayilarin siralanmig halidir. Sayet siralama
islemi kiiciikten biiylige yapilsin isteniyorsa bu durumda
sayilar dizinin bagindan degil sonundan yazilarak
kaydedilebilir veya ¢ikan sonug tersten siralanabilir.

Priifer Dizilmi (Priifer Sequence)

Agag (tree) yapisindaki graflar icin yani dairesel olmayan
cizgeler (acyclic graphs) icin kullanilabilir. Daha basit bir
ifade ile ¢izgenin (graph) yapraklari (leaf) bulunmalidir.
Priifer diziliminin altinda yatan sorun bir agacin bir say1 dizisi
ile nasil gosterilecegidir. Yani bir cizgede birbirine bagh
diigiimler (nodes) oldugunu ve bu c¢izge yapisim bir gekilde
sayilarla gostermek (veya dizi (array) ) istedigimizi
diistinelim.

Ornegin asagidaki gizgeyi (graph) ele alalim:
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sekildeki ¢izge toplam 11 diigiim (node) bulunmaktadir ve
sekilde cizge yonsiiz ¢izgedir (undirected graph) ayni
zamanda da dongii (cycle) bulundurmaz.

Bu durumda yukaridaki sekli priifer dizilimi olarak gostermek
miimkiindiir.

Algoritmamiz son iki diigim kalana kadar calisgir. Bu
durumda o©nce yapraklardan baslanarak islem yapiyoruz.
Yukaridaki ¢izgeyi yapraklardan koke dogru artan sayilar ile
bu ylizden numaralandirdik.

Sirasiyla her diigiimiin bagli oldugu diger iist diigtimii
yaziyoruz.

Bu durumda agagidaki diigiimler yapraklardir ve bagh
olduklari @ist diigiimler yanlarinda verilmigtir:
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2>4

325

Yukaridaki yapraklardan baglayarak bu dizilimi not ediyoruz.
Yani simdilik priifer dizilimimizde 645 bulunuyor. ikinci
adimda bu yapraklari ¢cizgeden (graph) kaldiriyoruz.

(D——G

Seklin yeni halindeki yapraklari not edecegiz ancak son iki
diigiim kalinca duracagimiz icin yeni sekilden sadece bir
diigiimii aliyoruz. Bu diiglimde numara sirasina gore
(tamamen tesadiifen) 4 oluyor

4 >5

seklinde son saymmizi da not ettikten sonra priifer
dizilimimizdeki sayilar 6455 olarak kaydedilmis oluyor.

Artik iddia edebiliriz ki 6455 sayi serisinden (sequence) 6 ve
5 diiglimlerini bilerek yukaridaki ¢izge (graph) geri
cizebiliriz.

Bu iddianin tatbiki oldukga basittir. 6 ve 5’ten olusan bir ¢izge
cizilir ve ardindan priifer dizilimi tersten okunarak sirasiyla
yeni diigiimler (nodes) ¢izgeye eklenir.

Iki Parcali Cizgeler (Bipartite Graphs)

Bir c¢izgeyi olusturan diigiimleri iki farkli kiimeye
aymrabiliyorsak ve bu iki kiimenin elemanlarmdan kiime
icerisindeki bir elemana gidilmiyorsa. Yani biitiin kenarlar
(edges) kiimeler arasindaki elemanlar arasindaysa, bu cizgeye
iki parcal1 ¢izge (bipartite graph) ismi verilir.

iki parcah cizgelere 6rnekler

Ornegin asagidaki sekilde gosterilen cizgeyi iki pargali olup
olamayacagini incelemeye ¢aligalim:
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Yukarida

ornek olarak
kosulumuzu saglayacak sekilde yani iki ayr1 kiime olusturacak

verilen ¢izgenin diigiimlerini

ve bu kiimelerin icerisinde yol bulunmayacak sekilde
yerlestirmeye caligalim.

o=/
o
)

SIORO

& ©

)

Yukaridaki sekilde, ilk sekilden farkli olarak sadece
diigiimlerin (nodes) yerleri degistirilmistir. Yukaridaki sekilde
ayrica iki ayr1 kiime olusturulmug ve ilk kiime ile ikinci kiime
arasinda boliinen diiglimlerin tamaminda kenarlar kargi
kiimeye isaret etmistir. Yani ayn1 kiime igerisinde hicbir kenar
bulunmamaktadir.

Bu durumu agagidaki sekilde de gosterebilirdik:

Yukaridaki

sekilde
diigiimler renklendirilmigtir. Yani komsu iki diigim aym
renkle renklendirilmemigtir. Daha farkli bir deyimle bir

goriildiigii  ilizere komgu olmayan

diigiimiin komguluk listesindeki (adjacency list) biitiin
diigiimler ayni renkte boyanmistir. Sonugta ayni renkte
boyanan iki komgu olugsmamaktadir.
Asagidaki iki parcali olmayan cizgeye de aym sekilde
yaklagirsak problem ortaya ¢ikacaktir.

Yukaridaki gekil bipartite tree (iki pargali agac) degildir.
Ciinkii sekildeki D ve G aym renktedir. Bu diigiimlerden
birisinin rengi degistirildiginde bu sefer de H ile ayn1 renkte
olacaktir. Dolayisiyla hicbir sekilde iki grup elde edilemez.
Farkl1 bir ifadeyle:

Cizgeyi yukaridaki sekilde iki gruba bolmek istersek
goriildiigii iizere ayn1 gruptaki iki diigim arasinda bir kenar
bulunmakta bu durumda da iki par¢ali aga¢ olamamaktadir.
iki parcah cizgenin test edilmesi

Bir ¢izgenin iki parcali olup olmadigin (bipartite) test etmek
icin ne yazik ki yukarida gosterildigi gibi ¢izgedeki biitiin
diigiimlerin yerlerinin degistirilmesi, iki kiimede toplanmasi
ve sonunda da aralarinda bir kenar olup olmadigina bakilmasi



miimkiin degildir.

Bir ¢izgenin iki par¢ali oldugunu anlamak i¢in ¢izgenin biitiin
elemanlar1 arasinda tek ve ¢ift ayrimi yapilabilir. Ornegin rast
gele secilen bir diigiimden baglanarak diger biitiin diigiimlerin
bu diigiime olan mesafesini yazmamiz ve neticesinde tek ve
cift diigiimlerin komsulugunu kontrol etmemiz yeterlidir.
Yani cift veya tek iki diigiim birbirine komsu degilse bu
cizgeye iki parcali ¢izge ismi verilebilir.

Yukaridaki sekilde baslangi¢ igin rast gele olarak O se¢ilmig
olsun. Bu ¢izgede K diigiimiine olan uzakliklarina goére biitiin
diigiimlere mesafeleri yazilmigtir. Ornegin 1 diigimi K
diigimiine 3 diigiim uzakliktadir. Sonrada biitiin diigtimler tek
ve cift olmasimna gore renklendirilmistir. Yani tek sayidaki
uzaklikta olanlar sari, ¢ift sayidaki uzaklikta olanlar1 ise mavi
boyanmigtir. Bu boyama sadece goriintiileme icin
kullanilmigtir.
Programlama sirasinda bilgisayar tek ve cift sayidaki
diigiimleri kontrol edebilir. Ornegin G ve 1 diigiimleri
komsudur. Benzer sekilde 1 ve I diigiimleri de komsudur.
Sayet bu diigiimler bir sekilde ayni sekilde olsaydi (ikiside
cift veya ikisi de tek olsaydi) bu durumda iki parcali bir grafik
degildir sonucuna varilacakti.
iki parcah Cizgelerin kullanim alanlar:
Ozellikle eslestirme problemleri icin oldukga kullanighdirlar.
Eslestirme problemleri (matching problems) genelde is/is¢i
eslestirmesi, evlilik, problem / ¢6ziim eslestirmesi gibi farkli
unsurlar birlestirmek icin kullanilirlar.
Ornegin k kisisi i isi icin uygunsa k Kisisi ile i isi arasinda bir
kenar bulunuyor demektir. Bu is ve kigilerden olugan grafikte
atama hatalarinin olup olmadiginin bulunmasi iki parcali agac
bulan algoritmalar i¢in oldukca basittir.
Ornegin paralel isleme (es zamanli igleme) ve kosut zamanl
isleme (concurrent processing) gibi ayni anda birden fazla isin
beraber yapildig: islerde kullanilan petri aglar1 (Petri nets,
place / transition nets) gibi aglarin modellenmesinde ve
calistirilmasinda 6nemli rol oynarlar.
iki parcal Cizgelerin o6zellikleri
iki parcali ¢izgeler icin asagidaki c¢ikarimlar ve kosullar
siralanabilir:
*  Biitiin agaglar iki pargal1 cizgedir
*  Sayet bir cizge dongii (cycle) icermiyorsa iki pargali
cizgedir
* Sayet bir cizgede tek sayida diigiimden olusan bir
dongii (cycle) iceriyorsa iki parcali ¢cizge degildir.
*  Sayet bir ¢izge boyandiginda iki renk veya daha az
renkle boyana biliyorsa bu ¢izge iki parcali ¢izgedir.
Denksekillilik (Isomorphic)
Iki seklin birbirinden farkli ancak denk olmasi durumudur.
Bilgisayar bilimleri de dahil olmak iizere pek cok bilim ve
miihendislik alaninda kullanilan ¢izge teorisine (graph theory)
gore iki gekil birbirinden farkli ¢izilmis ancak iglev ve deger
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olarak ayni olabilir.
Tanim ve 6rnek
Ornegin asagidaki iki sekli ele alalim:

Yukarida verilen ¢izgedeki diigiimler (nodes) iki farkli kiime
olusturmak icin asagidaki sekilde yerlerinden hareket
ettirilmis olsun:

@90'@'

A

H

\

Yukaridaki bu yeni sekil ve ilk sekil arasinda denklik s6z
konusudur.  Buradaki denklik komgsuluk  anlaminda
diistiniilebilir. Yani iki sekilde de biitiin diiglimlerin komsular1
aynidir. Ancak fark edilecegi iizere iki sekildeki elamanlarin
yerleri degistirilmistir.

Bu durumda yukaridaki iki sekil i¢in denksekilli (isomorphic,
izomorfik) denilebilir.

Yukaridaki tanim i¢in ayni zamanda kenar korumali (edge
preserving) birebir ve Orten doniisiim (bijection) terimi
kullanilabilir.

Denkesliligin ozellikleri

Sayet iki cizge denkesli ise bu cizgelerin birisindeki dongii
(cycle) sayis1 digerine esittir.

Sayet iki ¢izge denkesli ise bu ¢izgelerden birisindeki toplam
diigiim dereceleri (node order) digerine esittir.

Denkeslilik Problemi (Isomorphism problem)

Denkeslilik ile ilgili 6nemli bir problem iki grafin birbirine
denk oldugunun tespitinde yasanir. Elimizde iki farkli graf
oldugunu ve bunlarin denkesli (isomoprhic) olup olmadigini
ogrenmek istedigimizi diisiinelim.

Herseyden 6nce bu problemi ilgin¢ yapan, problemin polinom
zamanda ¢oziiliip ¢oziilemeyecegidir. Bu problem bu anlamda
ilgingtir cilinkii problemi ne NP ne de P kiimesine ait degildir
denilebilir.
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Aslinda bu tartisma daha derinlerde NP O P iddiasinin
dogruluguna dayanmaktadir. Yani sayet NP, P nin iist
kiimesiyse (superset) bu durumda ikisi arasinda bagka bir
kiime olamaz. Ancak bazi arastirmacilar (6rnegin Uwe
Schoning) bu iki kiime arasinda alt ve iist hiyerarsik seviyeler
bulundugunu iddia etmigler ve denksekillik gibi bazi
problemleri bu kiimeye dahil etmislerdir.

Iddiaya gore P altta ve NP iistte iki seviye olarak diisiiniiliirse
diisiik hiyerarsik seviyedeki problemler P’ye ve yiiksek
hiyerargik seviyedeki problemler NP’ye daha yakin kabul
edilecektir.

Biitiin bu iddialarin sebebi denksekillik gibi problemlerin
karmasikliginin (complexity) hala ispatlanamamig olmasidir.
Bu problemin farkli  bir  halinin  karmagiklig1
bulunabilmektedir. Ornegin problemimizi biraz degistirerek
alt graflarin (subgraphs) denksekilligini sorgulayacak olursak
bu durumda problemimiz NP-Complete olarak
smiflandirilabilir.

Asgari Tarama Agaci (Minimum Spanning Tree)

Asgarai tarama agaci, agirliklik bir agda (weighted graph,
yani her diigiimii birbirine baglayan yollarin maliyeti (agirlig1)
olmast durumu), biitiin diigiimleri dolasan en kisa yolu verir.
Ornegim asagidaki grafikte biitiin diigiimlere ugrayan en kisa
yol isaretlenmistir:

4

asgari tarama agacini veren en meshur algoritmalar

Kruskal Asgari Tarama Agaci Algoritmasi

Kruskal algoritmasinin ¢aligmasi1 bir Ornek iizerinden
aciklanmagtir.

baglant1 icin bir agirlik degeri atanmigtir. Buna gore her
diigiimden digerine gitmenin maliyeti belirlenmigtir.

Kruskal algoritmasinda biitiin yollar listelenip kiigiikten
biiylige dogru siralanir. Bu liste yukaridaki grafik i¢in asagida
verilmigtir:

x-v:1

w-v:1

w-u:l

X-w:2

u-s:2

x-y:3

t-u:3

u-v:3

y-v:4

s-t:4

y-2:5

y-t:5

z-1:10

Yukaridaki liste ¢ikarildiktan sonra sirasiyla en kiiclikten en
biiyiige dogru komguluklar igaretlenir. Bu isaretleme sirasinda
ada gruplar1 ve gruplarin birbiri ile iligkisine dikkat edilir.
Yani sayet listedeki iki diigiim harfi de ayn1 adadan ise bu
baglant1 atlanir. Asagida sirasiyla bu grafikteki adalarin
olugmasi ve asgari tarama agacinin ¢ikarilmasi gosterilmistir:
x-v:1

Yukaridaki grafikte her diiglim i¢in bir temsili harf ve her

w-u:l
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Bu noktadan sonra u-v:3 , y-vi4 |, st:4 , y-z:5
baglantilarindaki her iki diigiimde ayni adada oldugu igin
atlanir ve y-t:5 baglantisina gegilir.

x-w baglantis1 atlanir, ¢linki iki diigiim de zaten dolagilmigtir
bunun yerine u-s:2 baglantisina atlanir.

z-t:10 baglantis1 ise iki diigim de gezildigi icin yine
gereksizdir.

Prims Asgari Tarama Agaci

Bir asgari tarama agaci (minimum spanning tree) algoritmasi
olan Prim algoritmasi, isaretlemis oldugu komsuluklara en
yakin diigiimii biinyesine katarak ilerler. Buna gore asagidaki
grafigin asgari tarama agacini ¢ikaralim:

t-u:3
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Yukaridaki grafikte her diigiim i¢in bir temsili harf ve her
baglant1 icin bir agirlik degeri atanmistir. Buna gore her
diigiimden digerine gitmenin maliyeti belirlenmistir.

Prim algoritmasinda rasgele bir baglangic noktasi secilir.
Ornegin bizim baslangic noktamiz “z” diigiimii olsun. Bu
durumda ilk inceleyecegimiz komguluk, “z” diiglimiinden
gidilebilen diiglimler ve maliyetleri olacaktir.

z diiglimiinden gidilebilen diiglimler ve maliyetleri asagida
listelenmigtir:

y:5

t:10

Prim algoritmas1 bu listedeki en kiiciik maliyetli komsuyu
biinyesine dahil eder. Buna gore yeni iiyelerimiz {z,y}
olacaktir ve gidilen yollar {z-y:5} olacaktir. (ilk tyeler
listesinde simdiye kadar ziyaret edilmis diiglimler bulunur. Bu
diigiimler listesinde zaten olan bir diiglim listeye eklenemez.
yollar listesinde ise hangi diiglimden hangi diigime ne kadar
maliyetle gidildigi tutulur.) Dolayisiyla grafigimizde Prim
algoritmas1  tarafindan  isaretlenen diiglimler asagida
gosterilmigtir:

simdi {iyelerimizin durdugu listedeki biitiin diigtimlerin
komgularin listeleyelim:

t:5

t:10

vi4

x:3

yukaridaki listede t diigtimiine iki farkli gidis bulunmaktadir (

hem z hem de y lizerinden). Biz algoritmamiza devam edip en
kiigiik yolu biinyemize dahil edelim. En yakin komsu x:3’tiir.
Bu durumda iiyelerimiz {z,y x} olacak ve yollarimiz {z-y:5,y-
x:3} olacaktir. Bu durum asagidaki grafikte gosterilmistir:

Yeniden komsularimizi listelersek:

t:5

v:1

w:2

yukaridaki listede biinyemize aldigimiz adadan, bir diigiime
giden birden fazla yol bulunmasi durumunda en kisasi
alinmistir. Bu durumda listenin en kiiciik eleman: olan v:1
tercih edilir ve iiyelerimiz {z,y,x,v} yollarimiz ise {z-y:5.y-
x:3,x-v:1} olur. Durum agagidaki grafikte gosterilmistir:

Yeniden komgularimizi listelersek:

t:5

u:3

w:l

yukaridaki listede biinyemize aldigimiz adadan, bir diigiime
giden birden fazla yol bulunmasi durumunda en kisasi
alinmistir. Bu durumda listenin en kiiciik eleman1 olan w:1
tercih edilir ve liyelerimiz {z,y,x,v,w} yollarimiz ise {z-y:5,y-
x:3x-v:l,v-w:1}  olur. Durum  agagidaki  grafikte
gosterilmistir:



Yeniden komgularimizi listelersek:

t:5

u:l

yukaridaki listede biinyemize aldigimiz adadan, bir diigiime
giden birden fazla yol bulunmas: durumunda en kisasi
almmigstir. Bu durumda listenin en kiigiik elemani olan u:l
tercih edilir ve iiyelerimiz {z,yx,v,w,u} yollarimiz ise {z-
y:5,y-x:3 x-v:1,v-w:1,w-u:1} olur. Durum agagidaki grafikte
gosterilmigtir:

Yeniden komgularimizi listelersek:

t:3

s:2

yukaridaki listede biinyemize aldigimiz adadan, bir diiiime
giden birden fazla yol bulunmasi durumunda en kisasi
almmigtir. Bu durumda listenin en kiiciik elemani olan s:2
tercih edilir ve iiyelerimiz {z,y,x,v,w,u,s} yollarimiz ise {z-
y:5,y-x:3 x-v:1,v-w:1,w-u:1,u-s:2} olur. Durum asagidaki
grafikte gosterilmigtir:

Son komgsumuz olan t i¢in en kisa ulagim

t:3 degeridir ve u iizerinden saglanir. Bu durumda listenin en
kiiciik elemanm1 olan t:3 tercih edilir ve (lyelerimiz
{z,yx,v,wus,t} yollarimiz ise {z-y:5,y-x:3x-v:l,v-w:l,w-
u:1,u-s:2,u-t:3} olur. Sonugta elde edilen asgari tarama agaci}
asagida verilmistir:
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